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Ce chapitre est un chapitre pratique destine a permettre de calculer l'integrale 

• d'une fonction continue de 2 variables sur une partie fermee bornee du plan, ou 

• d'une fonction continue de 3 variables sur une partie fermee bornee de l'espace. 

On ne se posera aucun probleme de nature theorique et tous les theoremes seront admis. 


1. Integrates doubles 

1.1. Description hierarchisee d'une partie fermee bornee de IR 2 


Definition : On appelle description hierarchisee du domaine A une partie fermee bornee de IR 2 : 

l'existence de 2 reels a et b et de 2 applications continues sur [a,b], notees u et v tels que a < b et 
Vx e [a, b], u(x) < v(x), avec 

( x e \a,b 1 
(x,y)eAo L 1 

\ ye[u(x),v(x)] 

Ce qui peut s'illustrer par la figure 1, page suivante. 

On fera attention a ne pas commettre l'erreur du debutant qui cherche les bornes extremes pour les 2 
variables independamment les unes des autres, et transforme tous les domaines en rectangle... 


Exemple : On va prendre le domaine du plan defini par : y > 0, x^y, x < 1 . 

II est elementaire de faire une figure de ce domaine, qui est un triangle. 

1 x e [0, 1] 
ye[0,x] 
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1.2. Integrate double de / continue sur A, un ferme borne de IR 2 


Definition : / continue sur A, un ferme borne de K 2 , si on dispose d'une description hierarchisee 

de A, on appelle integrate double de / sur A : 


1 = 


f(x,y) dx dy 


'-'b 

f 

^r(x) ' 



f(x,y)dy 

J a 


u(x) 


En un mot, on transforme cette integrate double en 2 integrates simples emboitees 


Exemple : On va integrer la fonction (x,y) — » f (x, y) = xy sur D : < 
On cherche d'abord une description hierarchisee du domaine : 


y ^ 0 
x + y < 1 

x e [0, 1] 


y e [0,1 -x] 


, ce qui donne : 


' 1 n 1 — X 


I = 


xy dx dy = 


xy dy dx 


I = 


x ( 1 — x) 1 


dx = 


-x( l -x) 


3 "| 1 


+ 


'"(l-x) 3 


dx = 


to 


(1-^f 

24 


1 

24 
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1.3. Theoreme de Fubini : inversion des bornes 


Theoreme : 

Si on a par ailleurs : (x,y)& A <^> | ^ ^ ^ avec c < d et Vy e [c, d], a (y) < (3 (y), alors 

xe[cc(y),p(y)] 


f(x,y) dx dy 


' r v ( x ) 


u(x) 


f(x,y ) dy 


dx ■ 


( rP(J') 


a(y) 


f(x,y) dx 


d y 


Ceci est illustre sur la figure 2, ci-dessous. 



On peut ainsi changer l'ordre d'integration, le calcul est different, mais le resultat est le 
meme. 


1.4. Un cas particulier 

\ x e[a,b] 

On va se placer dans un cas tres particulier puisque : Aol 

( ye[c,d] 

Le domaine est un rectangle. Et d'autre part : V(x, y) e A, / (x,y) = cp(x)t[t(y) 

Alors, par linearite des integrates simples sur un intervalle : 


I 


f(x,y) dx dy 


' r v ( x ) 


u(x) 


f(x,y) dy 


dx 


a 

cb 

a 

rb 


(p(x)t|t(y)dy ]dx : 
d 


<P(x) 


i\)(y)dy\dx 


a 

rd 


cp(x) rjj(y)dy]dx 


4 J (j ; )dy cp(x)dx 


cp(x)dxx i\>{y)dy 
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cr 

Ainsi, dans ce cas : cp (x) 4> (y) dx d y - cp (x) dx x ip (y) d y 

JJ A J a J c 

1.5. Proprietes 
a/ Linearite 

Theoreme : f,g continues sur A, un ferine borne de IR 2 , on dispose d'une description hierarchisee de 
A. A et y deux reels. Alors : 


A f(x,y) + p g (x,y) dx d y = X 


f /(*, 

J A 


y) dx dy + y. JJ g(x,y)dxdy 


b/ Positivite 

Theoreme : / continue, positive, sur A, un ferine borne de IR 2 , on dispose d'une description hierar- 
chisee de A. Alors : f{x,y)dx dy > 0 

~ Ja 

c/ Additivite selon les domaines 

Theoreme : / continue, sur Ai et A 2 , deux fermes bornes de IR 2 , on dispose d'une description hierar- 
chisee de Aj et A 2 . De plus A 1 n A 2 est au plus une courbe. Alors : 


([ 

JAj 


UA, 


f{x,y) dx dy = 


Ai 


f(x,y) dx dy + 


f (x, y) dx dy 


Cela permet d'exploiter d'eventuelles symetries (de la fonction et du domaine). 
Theoreme : Si / est continue et positive sur A, avec, de plus, D c A, alors : 


f(x,y) dx dy < 


D 


r m 

Ja 


y) dx dy 


1.6. Changement de variables 


Theoreme: cp : % W de classe < ^ 1 , \ 

D et A deux fermes bornes de IR 2 , D c 1 
De plus : cp(D) = A. 

On suppose que les points de A qui ont plusieurs antecedents sont de surface nulle. 


' et deux ouverts de IR 2 . 
r, et, Ac^. 


On note : {x,y) = cp(u,v), 
jacobien. 


D (x,y) 
D(u,v) 


le jacobien de cp en (u,v), et, 


D (x,y) 


D(u,v) 


la valeur absolue du 


Alors 


f(x,y) dx dy = g(u,v) 


D 


D (x,y) 


D (u,v) 


du dv 


On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification. 


On rappelle que : 


D (x,y) 
D (u,v) 


dx 

dx 

du 

dv 

dy 

dy 

du 

dv 


Notons qu'on fait un changement de variable : 

• pour simplifier le domaine, ce qui est nouveau 

• ou pour simplifier le calcul des primitives emboitees. 

Notons enfin que le domaine change et done sa description hierarchisee aussi. 
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1.7. Changement de variables en coordonnees polaires 


_ v f x = pcos 0 

Theoreme : On pose < (x,y)eD 

( y — p sin 0 

<=> (p,0) € A, et f(x,y) = f (pcos 0,psin0) = g(p,0) 


f(x, y) dx d y = 

Ji) J, 

g(p> 0)p dp d0 = 

Ja J. 

/ (pcos 0, psin 0) p dp d0 

A 


Ceci est illustre sur la figure 3, ci-dessous. 



Demonstration : En effet 


D {x,y) 
D(p,0) 


dx 

dx 




dp 

dd 


cos 0 

-psin0 

dy 

dy 


sin 0 

pcos 0 

dp 

dd 





La figure 4, ci-dessous, indique le mode de calcul. 
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Exemple : On va integrer la fonction (x, y) — > / (x, y) = xy sur D : 


x ^ 0 

■ V> o 


x 2 + y 2 < 1 


On cherche d'abord une description hierarchisee du domaine en polaires 
donne, compte tenu que xy = p 2 cos 0 sin 0 : 


0 6 [0,71/2] 

pe [0,1] 


, ce qui 


pTC/2 pi 


I = 


xy dx d y - 

D 

n/2 

cos 0 sin 0 d0 


p J cos0sin0 dpd0 


Jo 


c 1 

sin 2 0 

n/2 

P 4 

P dp = 

Jo 

2 

0 

T 


1 

8 


2. Integrates triples 


2 . 1 . 


Description hierarchisee de A, integrale triple de f continue sur A un ferine borne de 

IR 3 


A un ferine borne de IR 3 , une description hierarchisee de A est de la forme : 


( 


(x,y,z) eA« 


x 6 [a, b] 
y 6 [u(x),v(x)] 
z 6 [a{x,y),${x,y)] 


On peut avoir les variables dans un autre ordre, l'important est que les bornes de chacune ne soient 
definies qu'en fonction des precedentes. 

On definit alors l'integrale triple de / continue sur A par : 


rr 

f(x,y,z) dx dy dz = 


( 

-v(x) 

f 

"P(x,y) ' 

f(x,y,z) dz 

\ 

dy 

Ju V 

> A 

a 


u(x) 


a(x,y) , 

/ 


La figure 5, page ci-contre, donne une description hierarchisee du domaine. 

2.2. Changement de variables 

Sous des hypotheses equivalentes a la dimension 2, 

(. x,y,z ) = (p(u,v,w), (x,y,z) eDo (■ u,v,w ) 6 A, et f(x,y,z) = g(u,v,u>), on a alors : 


f(x,y,z) dx d y dz 


D 


g(u,v,w) 


D (x,y,z) 


D(u,v,w) 


du dv d w 


On notera la valeur absolue du jacobien et la pseudo-simplification. 


2.3. Coordonnees cylindriques 


x = pcos 0 

< y = psin 0 (x,y,z) eDo (p,0,z) 6 A, et f(x,y,z) = /(pcos0,psin0) = g( p,0,z) 

z - z 
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On regardera la figure 6, page suivante. 


f(x,y,z) dx dy dz = 


D 


g(p, 0,z)p dp d0 dz 


D(x, y,z) 

Le calcul du jacobien est facile — — - — = p et on a encore p > 0. 
J D(p,0,z) 1 1 

La figure 7, page 9, indique le mode de calcul. 
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Figure 6 - Coordonnees Cylindriques 


2.4. Coordonnees spheriques 

On notera sur la figure 8 la definition des coordonnees spheriques. 

Cette notation est la notation des mathematiciens : les physiciens utilisent Tangle entre Oz 
et OM qui appartient done a [0, tt]. 

Dans la formule, au niveau de la valeur absolue du jacobien, ils echangent ainsi sin cp et cos cp. 
Attention, parfois, ils changent aussi le nom des angles... 


x = pcos Gcoscp 

• y = p sin Geos cp (x,y,z) eDo(p,0,(p)e A, et / (x,y,z) - g(p, 6, cp) 
z - p sin cp 

On regardera la figure 8, page 10. 


f(x,y,z) dx d y dz = 


D 


g{p, 6, cp)p 2 cos cp dp dG dtp 


Le calcul du jacobien est facile : 


D (x,y,z) 


p 2 cos cp, et on a bien : cos cp > 0. 


D(p, 6, cp) 

La figure 9, page 11, indique le mode de calcul. 

Les coordonnees spheriques du physicien sont illustrees sur la figure 10, page 12. 

D (x,y,z) 7 

Dans ce cas, le calcul du jacobien donne : — — = p sinG, et on a bien : sinG^O. 

J D(p,G,<p) V 
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3. Calculs divers 


3.1. Aire ou volume de A 


II suffit de calculer 


(T* 


x d y pour l'aire d’une partie fermee bornee du plan et 


dx d y dz pour le 


volume d'une partie fermee bornee de l'espace. 


Remarque : Dans le cas d'une courbe definie en coordonnees polaires et ou p ne change pas de signe 


et ou 0 decrit, par exemple, [0, 2n], l'aire interieure a la courbe est : - 


'2n 


p 2 (0)d0. 


3.2. Masse 

Si on a y(x,y,z) la masse volumique du solide en un point donne, 


M 


\i(x,y,z) dx d y dz 


donne la masse. Pour une plaque, on peut faire un calcul equivalent avec la densite surfacique a(x,y ) 
et une integrate double, 


M 


cr(x,y)dx d y 
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Figure 8 - Coordonnees Spheriques du mathematicien 


3.3. Centre d'inertie 

Avec les memes notation, et P de coordonnees (x,y,z) on a : 


OG = 

M 


OP z)dx dy dz 


ou en densite surfacique : 

OP a(x,y)dx d y 


^ i rr 

°G = — 

M 


A 


Ce qui donne pour la premiere coordonnee par exemple : 
■ rrr 


X G ~ 


M 


x ]i(x,y,z)dx dy dz 


ou encore, dans le cas d'une densite surfacique : 
^ rr 


X G 


M 


x a(x,y)dx dy 


3.4. Moments d'inertie 

Pour un solide, un moment d'inertie peut se calculer par rapport a un point, une droite ou un plan 
qu'on appelle dans tous les cas A. 
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On note d ((x,y,z), A) la distance du point courant a A. 
Toujours avec les memes notations, on a : 


Ja 


d((x,y,z), A ) 2 y(x,y,z)dx dy dz 


On peut faire, une derniere fois, le meme type de calcul pour une plaque 


Ja 


d((x,y), A)" a(x,y)dx dy 


Pour un volume, le moment d’inertie par rapport a l'axe Oz est done : 


Jo z 


(x 2 + ]/ 2 ) y(x,y,z)dx dy dz 
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Figure 10 - Coordonnees Spheriques des physiciens 


3.5. Colbert, lycee numerique 
a/ Maple 

C'est le package « student » qui possede les mots clefs permettant de calculer des integrates doubles 
ou triples. 

Les deux commandes sont « Doubleint » et « Tripleint ». Ce sont des formes inertes, il faut leur 
appliquer « value » pour avoir le calcul effectif. 

Pas de faux espoirs cependant, il nous faut une description hierarchisee du domaine pour que ce soit 
utilisable... 

b/ Calculatrices 

Il faut calculer les integrates multiples comme des integrates simples emboitees. . . 
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